Calcolo di un integrale doppio su un dominio assegnato

Calcolare I’integrale
I= ff |V3y — x| dxdy
D

sul dominio D = {(x,y) ER? | x2 +y2 < 1Ay >0}

1) Osservazioni sul dominio
Il dominio D ¢ il semicerchio superiore di raggio 1 e centro 1’origine, quindi la scelta piu
conveniente ¢ parametrizzarlo usando le coordinate polari (7, 6)
x = rcos(0)
y = rsin(0)
con0 <r <1e¢0 <60 < e, naturalmente, Jacobiano | = r.

2) Riscrittura dell’integranda in ceordinate polari
L’espressione dentro il valore assoluto¢

V3y —x = \/§(rsin(0)) — rcos(0) =ir (\/§sin(9) — cos(@))

Allora’integrale diventa

1 7 ' ! "
I = fd Tjojl\/gsin(ﬁ)'f cos(@)|r drdé = jo v drfo [V35in(8) — cos(9)| d6 =

311 ,m b4
= [%L]o |V3sin(8) — cos(9)| do = %jo |V3sin(8) — cos(8)| do

3) Studio del segno dell’argomento del valore assoluto
Dobbiamo studiare quando
V/3sin(8) — cos(6) = 0
OVVero

V3sin(8) = cos(8) = tan(d) = ! = 0= z
= = E ==

Studiamone ora il segno. Cominciamo notando che per 8 = 0 si ha un valore negativo, mentre

per 8 = g si ha un valore positivo. Quindi
yia
V3sin(@) —cos(8) <0 & 0<6<-—
6

/i1
V3sin(8) — cos(6) >0 < €<HS7T



4)

5)

In virtu di quanto appena determinato possiamo riscrivere 1’integrale come

(fn/6(cos(9) \/—51n(9))d9+_[

/6

(V3sin(8) — cos(8)) d@) = %([ +K)  (*x)

Calcolo degli integrali
Primo integrale /|

Osserviamo che
f(cos(@) - \/§sin(0)) de = sin(8) + V3 cos(0)
Quindi

/6 -
f (cos(8) — V3sin(8)) dd = [sin(8) + \/§cos(9)]0/6 =2-4/3
0

Secondo integrale K

Anche qui osserviamo che la primitiva ¢
f(\@ sin(@) — cos(@))d@ = —/3 cos(8) — sin(0)
Quindi

f (\/_sm(B) \/_cos(H)—sm(H)] =V3+2

\CADITMY
rendo tutto in (** troviamo che

1 4
I=§U+K)=§(2—\/§+\/§+2)=§

/,

So
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