
 

Disco rigido rotante con punto materiale vincolato su guida rettilinea 

 

In un piano verticale, un disco omogeneo di raggio 𝑅 e massa 𝑚 è 

vincolato a ruotare in senso antiorario attorno ad un punto 𝑂 del suo 

bordo. Un punto materiale 𝑃 di massa 𝑚 è poi vincolato a scorrere lungo 

una scanalatura coincidente con il diametro passante per 𝑂. Trascurando 

gli attriti e utilizzando come coordinate libere l’angolo 𝜃 indicato in figura 

e la distanza 𝑠 tra 𝑂 е 𝑃: 

a) Scrivere l’energia cinetica 𝐾 del sistema 

b) Calcolare il momento angolare 𝐿⃗ 𝑂 del sistema rispetto al punto 𝑂 

c) Scrivere la lagrangiana del sistema 

 

 

a) L’energia cinetica del sistema è la somma di quella del punto 𝑃 e quella del disco. 

▪ Per 𝑃 vale 

𝐾𝑃 =
1

2
𝑚𝑃𝑣𝑃

2 

dove 𝑣𝑃 è la velocità scalare di 𝑃, che troviamo calcolando la norma del suo vettore 

velocità, derivata del suo vettore posizione rispetto a 𝑂 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑠 ∙ cos(𝜃) , 𝑠 ∙ sin(𝜃)) 

Ricordando che sia 𝑠 che 𝜃 dipendono dal tempo, otteniamo 

𝑣𝑃⃗⃗⃗⃗ =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗] = (𝑠̇ ∙ cos(𝜃) − 𝑠 ∙ sin(𝜃) 𝜃̇, 𝑠̇ ∙ sin(𝜃) + 𝑠 ∙ cos(𝜃) 𝜃̇) 

𝑣𝑃
2 = 𝑠̇2 + 𝑠2𝜃̇2 

E allora 

𝐾𝑃 =
1

2
𝑚𝑃𝑣𝑃

2 =
1

2
𝑚(𝑠̇2 + 𝑠2𝜃̇2) 

▪ Per quanto riguarda il disco, osserviamo che esso ruota attorno ad 𝑂, che è quindi il suo 

centro di rotazione (che, ricordiamo, è fisso per definizione!). Segue che l’energia cinetica 

del disco, espressa prendendo 𝑂 come riferimento, consta della sola componente 

rotazionale e vale quindi 

𝐾𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 =
1

2
𝐼𝑂𝜔𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜

2  

dove 𝐼𝑂 è il momento di inerzia del disco rispetto all’asse di rotazione, perpendicolare al 

piano in cui è contenuto il disco e passante per 𝑂. Sfruttando il teorema di Huygens si 

ricava che 

𝐼𝑂 =
1

2
𝑚𝑅2 + 𝑚𝑅2 =

3

2
𝑚𝑅2 

Per quanto riguarda la velocità angolare, vale semplicemente 𝜔𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜
2 = 𝜃̇2 

Possiamo quindi scrivere che 

𝐾𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 =
1

2
𝐼𝑂𝜔𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜

2 =
3

4
𝑚𝑅2𝜃̇2 

 

𝑥 

𝑦 



 

b) Il momento angolare del sistema è la somma di quello del punto 𝑃 e quello del disco. 

▪ Per il punto 𝑃, usiamo la definizione di momento angolare e otteniamo 

 𝐿⃗ 𝑂
𝑃 = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑚𝑣 𝑃 = 

                                = |

𝑥̂ 𝑦̂ 𝑧̂

𝑠 ∙ cos(𝜃) 𝑠 ∙ sin(𝜃) 0

𝑚(𝑠̇ ∙ cos(𝜃) − 𝑠 ∙ sin(𝜃) 𝜃̇) 𝑚(𝑠̇ ∙ sin(𝜃) + 𝑠 ∙ cos(𝜃) 𝜃̇) 0
| = 

                                = 𝑚𝑠2𝜃̇𝑧̂ 

▪ Per considerazioni analoghe a quelle fatte per il calcolo di 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜, vale 

𝐿⃗ 𝑂
𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 = 𝐼𝑂𝜔⃗⃗ 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 =

3

2
𝑚𝑅2𝜃̇2𝑧̂ 

dove vale 𝜔⃗⃗ 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 = 𝜃̇2𝑧̂ in quanto il disco ruota in senso antiorario 

 

c) Calcoliamo innanzitutto l’energia potenziale 𝑈 del sistema 

𝑈 = 𝑚𝑔𝑦𝐶 + 𝑚𝑔𝑦𝑃 = 𝑚𝑔 (
𝑠

2
sin(𝜃) + 𝑠 ∙ sin(𝜃)) = 𝑚𝑔(𝑅 + 𝑠) sin(𝜃) 

E allora la lagrangiana vale 

ℒ = 𝐾 − 𝑈 =
1

2
𝑚(𝑠̇2 + 𝑠2𝜃̇2) +

3

4
𝑚𝑅2𝜃̇2 − 𝑚𝑔(𝑅 + 𝑠) sin(𝜃) 

 

Riepiloghiamo i risultati ottenuti 

▪ Energia cinetica del sistema 

𝑲 =
1

2
𝑚(𝑠̇2 + 𝑠2𝜃̇2) +

3

4
𝑚𝑅2𝜃̇2 =

𝒎

𝟒
((𝟐𝒔𝟐 + 𝟑𝑹𝟐)𝜽̇𝟐 + 𝟐𝒔̇𝟐) 

▪ Momento angolare del sistema rispetto a 𝑂 

𝑳⃗⃗ 𝑶 = 𝑚𝑠2𝜃̇𝑧̂ +
3

2
𝑚𝑅2𝜃̇2𝑧̂ = 𝒎𝜽̇ (𝒔𝟐 +

𝟑

𝟐
𝑹𝟐𝜽̇) 𝒛̂ 

▪ Lagrangiana del sistema 

𝓛 =
1

2
𝑚(𝑠̇2 + 𝑠2𝜃̇2) +

3

4
𝑚𝑅2𝜃̇2 − 𝑚𝑔(𝑅 + 𝑠) sin(𝜃) = 

    = 𝒎(
𝟏

𝟐
𝒔̇𝟐 + (

𝟏
𝟐𝒔𝟐+

𝟑
𝟒𝑹𝟐) 𝜽̇𝟐 − 𝒈(𝑹 + 𝒔) 𝐬𝐢𝐧(𝜽)) 


